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解空間の次元と生成される部分空間の次元

A = (a1 a2 · · · am) : n×m 行列, rankA = r

dim 〈a1,a2, . . . ,am〉 = r

dim {x ∈ Rm|Ax = 0} = m− r

辺々加えると ... r + (m− r) = m = dimRm

これを f = TA : V →Wの核と像の次元として考えると,

rank f + dimKer f = dimV

が成り立っている.

これを一般化しよう.
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次元公式

命題 (次元公式)

f : V →W 線形写像に対し,

rank f = dimV − dimKer f

(or rank f + dimKer f = dimV )

例 微分で定まる写像 D =
d

dx
: Pn(R)→ Pn(R) ⇒ ImD = Pn−1(R)

(∵ n − 1 以下の多項式を”積分”したものは n 次以下でそれを微分す

ると元の多項式に戻る)

∴ rankD = n, KerD = 〈1〉 ⇒ dimKerD = 1

dimPn(R) = n+ 1 より,

dimPn(R) = rankD + dimKerD

が成立.
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証明

方針: f :V →W 1次写像, rank f = dim Im f = r, dimKer f = t とする.

[w1 = f(v1), . . . ,wr = f(vr)] : Im f の基底, u1, . . . ,ut : Ker f の基底

⇒ B = {u1, . . . ,ut,v1, . . . ,vr} : V の基底

簡単のため, r = 2, t = 3 としておく.

V = 〈B〉 の証明
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証明

方針: f :V →W 1次写像, rank f = dim Im f = r, dimKer f = t とする.

[w1 = f(v1), . . . ,wr = f(vr)] : Im f の基底, u1, . . . ,ut : Ker f の基底

⇒ B = {u1, . . . ,ut,v1, . . . ,vr} : V の基底

簡単のため, r = 2, t = 3 としておく.

Bの1次独立性 の証明
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問題

Q. 次元公式の証明を A =

(
1 −1 2
2 −2 4
−1 1 −2

)
の定める線形写像 f = TA の

場合に照らしあわせて Ker f , Im f の基底として何がとれるか考えて

みよう. 具体的に uj ,wj ,vj をとって記述すること.

Q. 次元公式の証明を A =

(
2 3 1 8
−1 2 −4 3
1 1 1 3

)
の定める線形写像 f = TA の

場合に照らしあわせて Ker f , Im f の基底として何がとれるか考えて

みよう. 具体的に uj ,wj ,vj をとって記述すること.
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