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1次写像の合成の階数

★ f : V →W , g : U → V , h : W → Z 1次写像 U V W Z
g f h

・g 全射 ⇒ rank(f ◦ g) = rank f

∵ Im g = Vなので, f ◦ g(U) = f(V ) = Im fより明らか.

・h 単射 ⇒ rank(h ◦ f) = rank f

∵ h を Im f上で考えたものを, h′ とする

⇒ h′ : Im f → Imh′ は同型 ⇒ rank f = dim Imh′

ここで, Imh′ = h(f(V )) = Imh ◦ f ∴ dim Imh′ = rank(h ◦ f)

・特に g, h が同型ならば, rank f = rank(h ◦ f ◦ g)
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行列の階数と1次写像の階数

・Fr =

(
Er O
O O

)
のとき, rankTF = rankF である.

・任意のm× n行列Aは行および列に関する基本変形によって, Frの形に変

形できる. 特にm, n次の正則行列 P,Qによって PAQ = Frとなる.

・f = TA, h = TP , g = TQとすると, h, gは同型

⇒ rank f = rankh ◦ f ◦ g = rankTFr
= r = rankAとなる.

すなわち, rankTA = rankA

注 特に, rankAが基本変形に依存しないことが確認された.
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生成される部分空間の次元

a1,a2, . . . ,am ∈ Rnとする.

・dim 〈a1,a2, . . . ,am〉 = rank(a1 a2 · · ·am)

∵ A = (a1 a2 · · ·am)とおく.

〈a1,a2, . . . ,am〉 = ImTAであるから, 左辺は rankTAである.

右辺は rankAである.

rankTA = rankA であったから, 両辺は等しい. //

注 上は経験的にすでに明らかであるが, 理論的に示されたことになる.

次回「1次写像の次元公式」
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