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直和

V ⊃ U,W , U ∩W = {0} のとき, U +W を直和といい, U ⊕W で表す.

次元の関係式より U +W = U ⊕W ⇔ dim(U +W ) = dimU + dimW

★ m 個の部分空間の直和

V ⊃ U1, . . . , Um 部分空間, W = U1 + U2 + · · ·+ Um が直和

⇔ dimW =

m∑
i=1

dimUj

⇔ U1, U2, . . . , Um の 0 でないベクトルは1次独立

⇔ 任意の w ∈W は w = u1 + · · ·+ um, uj ∈ Uj (j = 1, . . . ,m) と一意に書ける

このとき, W = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Um と書く
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直和の例

例 R3 ⊃ U =

〈(
1
0
0

)〉
, W =

〈(
0
1
0

)
,

(
0
0
1

)〉
→ R3 = U ⊕W

例 R3 =

〈(
1
0
0

)〉
⊕

〈(
0
1
0

)〉
⊕

〈(
0
0
1

)〉

例 R4 =

〈 1
0
0
0

〉⊕〈
 0

1
1
0

 ,

 0
1
−1
0

〉⊕〈
 0

0
0
1

〉

例 P2(R) ⊃ U = 〈1〉, W =
〈
x, x2

〉
→ P2(R) = U ⊕W

例 P2(R) = 〈1〉 ⊕ 〈x〉 ⊕
〈
x2
〉

例 P4(R) =
〈
1, x2

〉
⊕ 〈x〉 ⊕

〈
x3, x4

〉
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3つ以上の直和の注意

U1 ∩ U2 = {0}, U2 ∩ U3 = {0}, U1 ∩ U3 = {0} (*)

は直和の条件ではない.

例 U1=

〈(
1

0

)〉
,U2=

〈(
0

1

)〉
,U3=

〈(
1

1

)〉
は(*) を満たす

R2 = U1 + U2 + U3 だが R2 6= U1 ⊕ U2 ⊕ U3

U1 + U2 + · · ·+ Umが直和

⇔ U1 ∩ U2 = (U1 + U2) ∩ U3 = · · · = (U1 + · · ·+ Um−1) ∩ Um = {0}

Q. 上の⇔を示せ.

Q. R6 の解空間を3つ考えることによって, (*)の条件を満たすが, 直和にならな

い例を構成せよ.
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