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前回の例の復習
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=R3

dim(U +W ) = 3, dimU + dimW = 2 + 2

⇒ dim(U +W ) = dimU + dimW − 1

’1’ の正体 ... = dimU ∩W

実際: U ∩W =

〈(
1
1
0

)〉
, dim(U ∩W ) = 1

Q. U ∩W が部分空間になることを示せ
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和空間の次元

命題

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W )

略証) dim(U∩W )=2,dimU=3,dimW =4 の場合に示す

U ∩W の基底 [v1,v2] → U,Wの基底に延長可

Uの基底 v1,v2,u1, Wの基底 v1,v2,w1,w2

特に U = 〈v1,v2,u1〉, W = 〈v1,v2,w1,w2〉

∴ U +W = 〈u1,v1,v2,w1,w2〉

あとは, u1,v1,v2,w1,w2 の1次独立性を示せばよい

a1u1 + b1v1 + b2v2 + c1w1 + c2w2 = 0

とおいて,
(1)

を示せばよい.
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和空間の次元(証明の続き)

u1,v1,v2,w1,w2 の1次独立性を示す.

a1u1 + b1v1 + b2v2 + c1w1 + c2w2 = 0 · · · (*)

とする.

a1u1 + b1v1 + b2v2 = −c1w1 − c2w2 ∈ U ∩W = 〈v1,v2〉

∴ a1u1 + b1v1 + b2v2 = b′1v1 + b′2v2

u1,v1,v2 の1次独立性より, a1 = 0

(*) に代入して,

b1v1 + b2v2 + c1w1 + c2w2 = 0

W の基底の1次独立性より

b1 = b2 = c1 = c2 = 0
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まとめと補足

・和空間の次元は単純の元の空間の次元を足したものではない.

・dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W )

注 ある集合 X の有限部分集合 A,B について,

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

が成り立つのに似ている.

次回:「解空間の共通部分」
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