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基底であるための同値条件

0© 「ベクトル空間 V のベクトルの系 B は V の基底である」

は次の条件 1©, 2©と同値.

1© B は V の極小な(=これ以上減らせない)生成系である:

B′ ⊂ B, B′ 6= B ⇒ V 6=
〈
B′〉

Q. 0© ⇔ 1© を示せ.

ヒント: ⇒ : V =
〈
B′〉 として矛盾を出す.

⇐ : Bが1次従属と仮定するとどうなるか.

2© B は V の極大な(これ以上増やせない)1次独立系である:

V ⊃ B′ ⊃ B, B′ 6= B ⇒ B′ 1次従属

Q. 0© ⇔ 2© を示せ.
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基底と次元の性質

命題

dimV = n のとき,

1 n 個の1次独立なベクトルは基底である.

2 n 個の V を生成するベクトルは基底である.

例 B = [

(
1
0
0

)
,

(
1
1
0

)
,

(
1
1
1

)
] 1次独立 → B : R3 の基底

実際

(
x
y
z

)
= a

(
1
0
0

)
+ b

(
1
1
0

)
+ c

(
1
1
1

)
は一意解 (a, b, c) を持つ

例 B = [1, 1 + x, 1 + x2] ⊂ P2(R) 1次独立 → B : P2(R) の基底

実際, p+ qx+ rx2 = a+ b(1 + x) + c(1 + x2) は a, b, c について一意解

(a, b, c) を持つ

線形5.3.05



基底の存在

これまでの議論から基底の存在が示される:

「V が有限個のベクトルの系 S で生成されるのであれば有限個のベクト

ルからなる基底がとれる」

Q. 示せ.
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